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CALCULATIONS OF THE VISCOUS PLASTIC DISPLACEMENT OF THE PULSED-
LOADED FLAT FRAMES 
 
Aslanov M.M.  
Samarkand State Architecture and Civil Engineering Institute 
 
The article is offering two methods of the determination of the final offsets and time of deformation of flat 
square-wave paradise, subject to pulsed load, attached to transverse element. The Offsets, achieving approximately 
one third of a part of the stairwell are determined by method modal approximation and method of the estimation of 
the borders for offsets; the dependency from plastic velocities of deformation is considered with uniform-viscous 
defining equations. 
Keywords: deformation, load, estimation, equations, plastic velocity, framework. 
 
 
К РАСЧЁТУ ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО СМЕЩЕНИЯ ИМПУЛЬСНО-
НАГРУЖЕННЫХ ПЛОСКИХ РАМ 
 
Аслонов М. М. (СамГАСИ) 
 
Мақолада вертикал текисликда ётган, ясси тўғри бурчакли рама ригелига қуйилган импульсли юк 
таъсиридан хосил бўлган сўнги силжишини аниқлашнинг икки усули таклиф этилади. Рамада хосил бўлган 
силжиш материалнинг ёпишқоқ-қовушқоқлик хоссасини эътиборга олган холатда модал аппроксимация 
усули ва силжишнинг чегаравий қийматларини баҳолаш усули бўйича рама равоғининг уч дан бир қисмига 
ётган қийматигача аниқланган. Пластик деформациянинг вақт давомида ўсиб бориш тезлигига боғлиқлиги 
материалнинг бир жинсли ёпишқоқлик холати бўйича тенгламалари ёрдамида аниқланади. 
 
Предполагается, что рассматриваемая 
импульсно-нагруженная плоская рама 
обладает сильной чувствительностью к 
пластическим скоростям деформаций и 
испытывает большие смещения. Мы опишем 
применение метода модальных ап-
проксимаций и метода оценки границ для 
смещений к конструкциям этого типа. На 
рис. 1 представлены два рассматриваемых 
типа рам. В случае рамы типа (а) (рис. 1, а) к 
блоку балочного (поперечного) элемента 
приложен сосредоточенный импульс, а в 
случае рамы типа (б) (рис. 1, б) к этому 
элементу приложен распределенный 
импульс. Эти нагрузки идеализируются как 
импульсные (нулевой продолжительности), 
сообщающие заданные начальные скорости с 
пренебрежимо малыми начальными 
смещениями. Ожидается возникновение 
симметричных деформаций, достигающих 
максимальной величины в центре С 
балочного элемента. При больших 
смещениях, показанных на рис. 2б, в верхней 
точке каждой стойки В возникают 
поперечные конечные смещения. 
 
 
Рис 1. Рассматриваемые в этой статье и в 
экспериментах [1] типы рам. Тип (а) снабжен 
стальным блоком в центре поперечного элемента. 
Тип (б) имеет поперечный элемент постоянного 
сечения. 
 
Метод оценки границ для смещений, в 
случае конструкции из вязкопластического 
материала, подверженной импульсному 
давлению при t≤0 и затем разгруженной, 
требует решения задачи о квазистатических 
смешениях, вызванных некоторой 
сосредоточенной силой 
s
AnP . Если 
определяется смещение в точке А 
конструкции (с соответствующей координа-
той хА) в направлении n  (единичный вектор), 
то в этой точке и в этом направлении 
прикладывается сила 
s
AnP . Если сила 
sf
AnP
такова, что она производит работу, по 
меньшей мере равную заданной начальной 
кинетической энергии конструкции, то 
смещение, на котором она производит эту 
работу, представляет собой верхнюю 
границу для соответствующего смещения 
при данном динамическом нагружении. Если 
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ft  - время завершения пластического 
деформирования, то теорема требует, чтобы 
работа силы 
s
AnP  была произведена за время 
ft  . 
   











Рис. 2. Обозначения для модального решения. 
 
В математических терминах теорема о 
границах устанавливает, что 
,uu sfAn
f
An     (1,а) 
где 
f
Anu — финальное смещение в точке А 
в направлении n  динамически нагруженной 
конструкции, достигаемое в момент времени 
ft ; 
sf
Anu  - смещение в момент времени ft , 
вызванное статической силой 
s
AnP .  






    (1,б)  
где 0K  — начальная кинетическая энергия 
импульсно нагруженной конструкции, а 
правая часть представляет собой работу, 
произведенную силой 
s
AnP  в интервале 
времени )q(W;tt0 sfjf

  – обозначает 
работу, отнесенную к единице объема, 
записанную в функции финальных 
обобщенных деформаций ,r...,1j,qsfj   – для 
обобщенных состояний деформаций и 
напряжений с r компонентами. 
Как указано выше, эта работа зависит от 
интервала ft . В общем случае она зависит 
также от пути, т. е. от последовательности 
состояний деформаций от начального до 
финального. Мы исключили зависимость от 
пути, используя представление о путях с 
минимальной работой; 

W - работа, 
отнесенная к единице объема, минимальная 
для данной финальной деформации. 


















 со степенью 
однородности n + 1.  
В более общем случае, функция 
доставляет  определяющие уравнения, 
связывающие поля напряжений и скоростей 
деформаций на основании свойства: 
Qj/q j  , (2)  
где jq  — компоненты скоростей 
деформаций. 
Существенная идея модального метода 
состоит в получении аппроксимации к 
действительному поведению конструкции, 
исходя из простого решения, 
удовлетворяющего всем полевым 
уравнениям (динамики, кинематики, включая 
условия закрепления краев, а также 
определяющие уравнения), но в общем 
случае не согласующемуся с заданными 
начальными скоростями. Такие простые 
решения при некоторых условиях можно 
получить в модальной форме с помощью 
поля скоростей, записанного, например, в 
виде: 
     ,xtTt,xu i
*
i    (3)  
где i = 1, 2, 3; T(t) — скалярная функция 
времени t;  xi  — векторная функция 
пространственной координаты х.  
Начальные скорости 
   ,xT0,xu i0
*
i   (4) 
где 0T =  ,0T  обычно отличаются от 
скороcтей, заданных при t = 0, а именно 
   ,xu0,xu 0ii
.
    (5)  
так как функции формы  xi  определяются 
свойствами конструкции.  
Начальное значение 0T  можно выбрать 









i0      (6)  
где  массовая плотность и интеграл 
распространен по объему V конструкции.  
Это значение 0T  минимизирует на-
чальную величину следующего 
функционала: 
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     





















 (7)  
Для широкого класса поведений 
материала существенно вязкого типа 
(обобщенные скорости деформаций 
записываются как функции обобщенных 
напряжений) было показано [6], что (при 
малых смещениях)  t – есть не 
возрастающая функция, которая убывает, 
если происходит пластическое течение и оба 
решения не имеют идентичных напряжений 
или скоростей деформаций. Таким образом, в 
этом смысле действительное поле скоростей 
и поле скоростей модального решения 
стремятся друг к другу. Когда 0T  выбирается 
согласно равенству (6), оба решения (после 
некоторого интервала времени) могут стать 
идентичными. Отсюда следует, что главное 
финальное смещение, определенное с 
помощью модального решения, обычно 
является намного более близким к 
финальному смещению конструкции, чем 
начальная модальная амплитуда к 
соответствующей начальной скорости. 
При конечных смещениях, решения 
можно принять в форме (3), если считать, что 
смещения мгновенно фиксированы и 
известны.  
Таким образом, мгновенная функция 
формы  xi  меняется при движении и ее 
можно обозначить через  xi . 
Последовательные «решения» в такой форме 
связаны друг с другом уравнениями вида: 
   






















    (8,a)  
        .tTtT
2
t
tTtT 1nnn1n  

    (8,б)  
Этот метод не является точным, несмотря 
на то, что уравнения поля мгновенно 
удовлетворяются; при том же уровне 
кинетической энергии модальное решение 
обладает меньшей скоростью диссипации 
энергии, чем действительное движение . 
Обозначения указаны на рис. 2б. 
Воспользуемся прямоугольными 
координатами х, у с началом, 
расположенным в основании А левой стойки. 
Компоненты скорости представлены на рис. 
2б. Используем безразмерные величины, 
определяемые следующим образом: 
,L/xx 1  ,L/yy 2  ,/tt     (9,а)  













   (9,б)  
где ;y,x  ,u;t  – координаты, время и 
смещения, выраженные в физических 
единицах;  
Н – толщина; 01 /L2   – характерное 
время;   – плотность массы; 0  – 
характеристика напряжения, получаемая на 
основании испытаний, определяющих 
зависимость пластического поведения от ско-
ростей деформаций (об этом подробнее будет 
сказано ниже).  
В случае одномерной конструкции, между 
полями обобщенных напряжений и 
скоростей деформаций должна существовать 
зависимость в форме связи изгибающих 
моментов, осевых усилий и 
соответствующих скоростей деформаций. 
Пусть вязкопластическое поведение 

















  ,0   (10)  
где  ,  – одноосное напряжение и 
скорость пластической деформации, 
соответственно, отвечающие (в общем 
случае) фиксированному уровню 
пластической деформации n,,; 00 
   – 
экспериментальные константы, 
соответствующие этому уровню.  
Такое однородно-вязкое представление 

















  (11,а)  
,0
/
0   ,vnn



























  (11,г) 
Здесь,   – скорость деформации, при 
которой соотношения (10) и (11,а) 
согласуются друг с другом в том смысле, что 
они имеют одинаковые напряжения и углы 
наклона  d/d . В обобщенных формулах   
представляет собой соответствующую 
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эффективную скорость деформации. 
Обобщения равенства (11,а), 
соответствующие общим состояниям 















































































0   .bHN 00    (12,г)  
В этих формулах M и N – физический 
изгибающий момент и осевое усилие 
соответственно,   – выраженные в физиче-
ских единицах скорость кривизны и скорость 
осевой деформации. 
Запишем теперь выражения компонент 
скоростей деформаций через компоненты 
скоростей и смещений для двух элементов 
АВ и ВС, используя безразмерные 



















































    (13,г) 
где   020312021 /H/L8H/L4    и 
штрих означает дифференцирование по y  в 
АВ и по ВС; заметим, что 1y0   и 
.1x0   
Для обоих типов рам, уравнения, 
определяющие скорость диссипации энергии, 









































    (14) 
где ;bHL2/Gk 1   ,t,1BC   
 ,t,1BC1    – скорости и ускорения блока 
массы G. 
Уравнения динамики, концевые условия и 
уравнения непрерывности, совместные как с 
кинематическими равенствами (13), так и с 
равенством (14) для скорости диссипации 
энергии, выводятся как уравнения Эйлера 
скорости диссипации энергии, причем 
скорости и соответствующие скорости де-
формаций рассматриваются как виртуальные 
величины. 



































1      (15,г) 
Концевые условия в точке С 
записываются в виде: 
;1x      ,t,1kt,1m BCBC     (16,а)  
      .0t,1ut,1t,1 BCBCBC       (16,б-г)  
Очевидно, условия представляют собой 
уравнения движения прикрепленного блока; 
для рамы без присоединенной массы 
значение равно нулю. 
В точке А:  
:0y         0t,0t,0ut,0u ABABAB   (17,а-в)  
В точке В: у=1; х=0; условия 
непрерывности имеют вид - 
   ;t,0ut,1u BCAB     
   ;t,0t,1 BCAB     (18,а,б)  
   ;t,0mt,1m BCAB    





1     (18,в,г)  
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  (18,д)  
   










  (18,е)  
Таким образом, было использовано 
упрощающее допущение о нерастяжимости и 
в обоих элементах принято .0  В этом 
случае, осевые усилия являются реакциями и 
равенства (12 в, г) дают зависимость между 













BC     (19,б)  
Определяющие уравнения сводятся тогда 








   (19,г) 
При использовании метода модальных 
аппроксимаций, мы ищем решение в форме с 
разделенными переменными в виде: 
     ;ytt,y 1*AB     
     ,xtt,x 1*BC     (20,а,б)  
     ytt,yu 2*AB     
     ,xtt,xu 2*BC    (20,в,г)  
где 11   при х = 1.  
Таким образом,  t,1BC*    – есть 
поперечная скорость в центре пролета С. 
Если эти члены на некоторой стадии 
движения рассматривать как известные, то, 
решая полученную задачу на собственные 
значения, можно найти соответствующие 
функции формы 1  и 2 , текущие ускорения 
*  и скорости .*  
В заключение заметим, что предлагаемая 
работа иллюстрирует приложение метода 
оценок границ смещений и метода 
модальных аппроксимаций к задачам о 
больших смещениях импульсно 
нагруженных вязкопластических кон-
струкций. Подчеркивается эффективность 
обоих методов, по сравнению с чисто 
численными подходами. Это показывает 
необходимость дальнейшего изучения 
допущений, сделанных при применении 
последнего метод. Поэтому, возможность 
практического использования данного 
подхода, при соблюдении обычной 
предосторожности кажется несомненной. 
Соответствующие значения ,/ 00   
n/nv   получаются, исходя из начальных 
скоростей деформаций при помощи (11). 
Можно использовать начальное поле 
скоростей в модальной форме с величиной 
0
* , определенной при помощи равенства (6), 
исходя из заданной начальной скорости или 
значения импульса; функции  x и  y
определяются способом, указанным выше. 
Это поле дает начальные максимальные 
скорости кривизн и скорости деформаций, 
которые, разумеется, не являются 
действительными начальными скоростями 
деформаций; они представляют собой 
сглаженные величины, подходящие для 
наших целей. 
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